Dimension cohomologique et points rationnels sur les courbes  by Ducros, Antoine
 .JOURNAL OF ALGEBRA 203, 349]354 1998
ARTICLE NO. JA977330
Dimension cohomologique et points rationnels
sur les courbes
Antoine Ducros
Mathematiques, Uni¨ ersite Paris-Sud, Batiment 425, F-91405, Orsay, FranceÂ Â Ã
Communicated by E¨a Bayer-Fluckiger
Received October 28, 1996
On se propose dans ce texte d'etablir le theoreme suivant:Â Â Á
THEOREME. Soit k un corps et soit C une k-courbe projecti¨ e, lisse,Â Á
geometriquement integre et sans point k-rationnel. AlorsÂ Â Á
 .a Il existe une extension L de k de dimension cohomologique
 .cd L F 2 telle que l'ensemble C L des L-points de C est ¨ide.
 .b Si de plus le genre de C est au moins egal a 1 on peut choisir L deÂ Á
sorte que cd L F 1.
La demonstration repose sur la construction de deux corps particuliersÂ
 .  .  .  .F k et F k verifiant cd F k F i avec i s 1 ou 2 ; cette constructionÂ1 2 i
s'inspire largement de methodes aujourd'hui bien connues, initialementÂ
developpees par Merkur'ev et Suslin, par exemple pour construire unÂ Â
w xcorps dont le u-invariant est egal a 6 4 ou pour montrer le theoreme deÂ Á Â Á
 w x.``Merkur'ev]Suslin'' cf. 10, Th. 21.4 .
NOTATIONS
Soit k un corps. On appelle k-¨ ariete un k-schema separe de type fini. SiÂÂ Â Â Â
 .L est un corps contenant k, et Y une L-variete, on note Y L l'ensembleÂ Â
des L-points de Y, et Y la L-variete Y = L. Si Y est integre on noteÂ Â ÁL k L
 .  .L Y son corps des fonctions. Soit k resp. k une cloture separableÃ Âs
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 .resp. algebrique de k. On appelle dimension cohomologique de k laÂ
 .  wdimension cohomologique du groupe profini Gal k rk cf. 7, Sect. 3.1, p.s
x.15 , et on la note cd k. Une k-variete Y est dite geometriquement integre siÂ Â Â Â Á
Y = k est integre. Elle est dite rationnelle si Y = k est birationnellementÁk k
equivalente a un espace projectif sur k.Â Á
Soit k un corps. On dit que k est de dimension inferieure ou egale a 1 siÂ Â Á
le groupe de Brauer de toute extension finie separable de k est trivial. Si kÂ
est de dimension inferieure ou egale a 1, alors cd k F 1 et les deuxÂ Â Á
 wproprietes sont meme equi¨ alentes lorsque k est parfait cf. 7, Prop. 6,Â Â Ã Â
x.p. 88 .
On dit que k est de dimension inferieure ou egale a 2 si pour touteÂ Â Á
extension finie separable L de k, et tout corps gauche D de centre L, laÂ
norme reduite D* ª L* est surjecti¨ e. Si k est de dimension inferieure ouÂ Â
egale a 2, alors cd k F 2 et les deux proprietes sont meme equivalentesÂ Á Â Â Ã Â
lorsque k est parfait: c'est une consequence des resultats de Merkur'ev etÂ Â
w xSuslin, cf. 10, Th. 24.8 . Si k est parfait, c'est une consequence immediateÂ Â
du th. 24.8. Si k est de caracteristique p, on sait que de toutes manieres laÂ Á
 wp-dimension cohomologique de k est inferieure ou egale a 1 cf. 7, Prop.Â Â Á
x. w x3, p. 86 . Si l est premier a p, alors le theoreme 24.8 de 10 affirme que laÁ Â Á
l-dimension cohomologique de k est inferieure ou egale a 2 si et seule-Â Â Á
ment si pour toute extension finie L de k, et pour tout L-corps gauche
central l-primaire D, la norme reduite D* ª L* est surjective. Il suffit enÂ
fait de le verifier pour toute extension finie separable L de k: supposons enÂ Â
effet que ce soit vrai pour toute extension separable, soit L une extensionÂ
finie quelconque et L la cloture separable de k dans L. Soit D uneÃ Â0
L-algebre simple centrale l-primaire, alors D provient en fait d'un corpsÁ
 w x.gauche D definie sur L cf 7, Cor. 2, p. 86 . Soit x appartenantÂ0 0
a L* et soit p la caracteristique de k. Soit n un entier tel que x p
n
Á Â
appartienne a L . Par hypothese, x p
n
est une norme reduite d'un certain yÁ Á Â0
de DU. D'autre part, comme D est l-primaire, x l
m
est une norme reduiteÂ0
d'un element de D* pour un certain entier m, et comme pn et l m sontÂ Â
premiers entre eux, x est une norme reduite d'un element de D*.Â Â Â
Si L est une extension finie de k, et si Y est une L-variete quasi-projec-Â Â
tive, on note R Y la restriction a la Weil de Y sur la restriction a laÁ ÁL r k
w xWeil, on pourra consulter 9, Chap. 4 et plus specialement la propositionÂ
.4.8 . Si Lrk est finie separable, et si Y est une L-variete, alors R Y = kÂ Â Â L r k k s
w xest isomorphe a un produit de L : k copies de Y = k .Á L s
 .On dira dans ce qui suit qu'une k-variete X est de type T resp. T , s'ilÂ Â 1 2
existe une extension finie separable L de k, et un corps gauche D deÂ
centre L, tels que X soit isomorphe a R Y, ou Y est la variete deÁ Á Â ÂL r k
Severi-Brauer associee a D resp. ou Y est un L-espace principal homogeneÂ Á Á Á
.sous SL D .
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Â Â ÁDEMONSTRATION DU THEOREME
On fixe donc un corps k, et C-une k-courbe projective, lisse, geometri-Â Â
quement integre et sans k-point. On va construire un corps L contenantÁ
 . k, tel que C L s B et tel que la dimension cohomologique de L et
.meme en fait simplement la dimension de L soit inferieure ou egale a 2Ã Â Â Á
 .  .resp. 1 si C est de genre 0 resp. de genre G 1 . La demonstration vaÂ
utiliser la resultat intermediaire suivant:Â Â
  ..LEMME 1. Soit X une k-¨ ariete rationnelle. Si C k X est non ¨ide, alorsÂÂ
C est de genre 0.
 .Demonstration. Supposons qu'il existe un morphisme i : Spec k X ªÂ
 .C. Le corps k est algebriquement clos dans k X puisque X est ra-Â
 .tionnelle, donc a fortiori geometriquement integre. Comme de plus C kÂ Â Á
est vide, l'image de i ne peut etre un point ferme de C. L'image de i estÃ Â
par consequent le point generique de C, et il existe donc un plongementÂ Â Â
 .  .  .  .de k C dans k X , qui induit un plongement de k C dans k X . Ce
 .dernier corps est transcendant pur sur k. Comme k C est de degre deÂ
transcendance 1 sur k une variante du lemme de Luroth, voir parÈ
w x.  .exemple l'introduction de 5 , montre que k C est transcendant pur sur
k, donc que C est de genre 0.
 4Construction de deux extensions de k. Soit i appartenant a 1, 2 . FixonsÁ
 .un ensemble F k de k-varietes, en bijection avec l'ensemble des classesÂ Âi
d'isomorphismes de k-varietes de type T sans k-point. Soit U un sous-en-Â Â i
 .semble fini de F k . Les varietes elements de U sont toutes geometrique-Â Â Â Â Â Âi
ment integres, leur produit est donc geometriquement integre et on noteÁ Â Â Á
k son corps des fonctions. Si V est lui aussi un sous-ensemble fini deU
 .F k et si U ; V on a une fleche naturelle de k dans k . On a ainsiÁi U V
construit un systeme inductif filtrant, sa limite inductive est un corps queÁ
 .  .l'on note f k . Le corps k est algebriquement clos dans f k . OnÂi i
construit alors une suite d'extensions de k en posant:
f 0 k s k , et f nq1 k s f f n k pour tout entier n. .  .  . .i i i i
n .  .La limite inductive des f k est un corps note F k .Âi i
 .EXEMPLES. Les corps F k sont en general de degre de transcendanceÂ Â Âi
infini sur k. Citons cependant deux cas particuliers dans lesquels ils sont
particulierement simples:Á
v  .Si la dimension de k est inferieure ou egale a i, alors F k s k.Â Â Á i
v  .Si R est un corps reel clos, alors F R est le corps des fonctions deÂ 1
la R-conique projective d'equation x 2 q y2 q z 2 s 0.Â
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 .  .Par construction, toute F k -variete de type T a un F k -point: enÂ Âi i i
effet, soit X une telle variete. Comme elle est definie par un nombre finiÂ Â Â
 .nde coefficients, elle est isomorphe a X = F k pour un certain entierÁ 0 f k . iin .n et une certaine f k -variete X de type T . Mais par la construction deÂ Âi 0 i
nq1 . n . nq1 .f k a partir de f k , la variete X possede un f k -point, etÁ Â Â Ái i 0 i
  ..donc X F k est non vide. On en deduit en particulier que la dimensionÂi
 .de F k est inferieure ou egale a i.Â Â Ái
On fait l'hypothese que C est de genre au moins egal a 1. On va montrerÁ Â Á
  ..  .que C F k est vide. Supposons le contraire. Alors comme C k est vide,1
 n ..  nq1 ..il existe n tel que C f k s B et tel que C f k / B. La courbe1 1
nq1 .nC acquiert un point sur f k , et donc en fait sur un sous-corps def k . 11nq1 . nq1 . nq1 .f k de type fini sur f k . La construction de f k a partir deÁ1 1 1
n . n .f k montre qu'il existe une famille finie X , . . . , X de f k -varietesÂ Â1 1 m 1
n .nde type T telles que C acquiert un point sur le corps f k X =1 f k . 1 11
. n .??? = X . Mais la f k -variete X = ??? = X est rationnelle, puisqu'uneÂ Âm 1 1 m
variete de Severi-Brauer sur un corps devient isomorphe, sur une clotureÂ Â Ã
separable de ce corps, a un espace projectif. Le lemme 1 montre alors queÂ Á
C est de genre 0, ce qui est absurde.
On fait maintenant l'hypothese que C est de genre 0. On va montrerÁ
  ..que C F k est vide. Supposons le contraire. Alors par un raisonnement2
analogue a celui tenu ci-dessus, on voit qu'il existe un entier n, et uneÁ
n .  n ..famille finie Y , . . . , Y de f k -varietes de type T , telles que C f kÂ Â1 m 2 2 2
 n . .soit vide, et telles que C f k Y = ??? = Y soit non vide. Comme C est2 1 m
de genre 0, il lui correspond une classe dans le groupe de Brauer de k. La
n .restriction de cette au groupe de Brauer de f k est alors un elementÂ Â2
non nul du noyau de la flecheÁ
Br f n k ª Br f n k Y = ??? Y . .  .  . .  .2 2 1 m
Pour achever la demonstration du theoreme, il suffit de montrer que cetteÂ Â Á
derniere fleche est injective. Cela decoule, comme me l'a fait remarquerÁ Á Â
Colliot-Thelene, de la proposition suivante:Â Á
PROPOSITION. Soit K un corps et soit XrK une ¨ariete lisse et geometri-ÂÂ Â Â
quement integre. On designe par K une cloture separable de K et on poseÁ Â Ã Âs
defÂ
X s X = K .s K s
0 . U  .   ..Si H X , G , K et Pic X s 0 la restriction Br K ª Br K X ests m s s
injecti¨ e.
Demonstration. Cela resulte aussitot de la suite exacteÂ Â Ã
Pic X ª Pic X GalK s r K . ª H 2 Gal K rK , H 0 X , G ª Br X .  .  . .s s s m
 w  . x.  .   ..cf. 1, 1.5.0 , p. 386 et de l'injectivite de la fleche Br X ª Br K XÂ Á
w x.qui est due au caractere lisse et integre de X 3, II, Cor. 1.8, p. 73 .Á Á
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Il reste evidemment a s'assurer que les hypotheses de cette propositionÂ Á Á
sont verifiees par la variete Y = ??? = Y .Â Â Â Â 1 m
Le groupe de Brauer de K est trivial. Une K-variete de type T estÂ Âs 2
isomorphe sur K au produit d'un certains nombre de groupes algebriquesÂs
 4SL , pour une famille d'indices j et des entiers n convenables. On estn jj
donc ramene a montrer leÂ Á
 4LEMME 2. Soit r un entier, et n , . . . , n une famille de r entiers. La1 r
defÂ
K -¨ariete X s SL = ??? = SL satisfait les deux hypotheses de la proposi-ÂÂ Ás n n1 r
tion ci-dessus.
Demonstration. Pour tout entier n, le groupe algebrique SL est ra-Â Â n
w xtionnel. Il suffit donc, d'apres 8, lemma 6.5, p. 39, et lemme 6.6, p. 40 deÁ
considerer le cas r s 1, et donc de montrer que pour tout entier n on aÂ
0 . U  .H SL , G , K et Pic SL s 0. Pour la premiere egalite, on sait queÁ Â Ân m s n
0 . U H SL , G rK est le groupe des caracteres de SL Rosenlicht, cf.Án m s n
w x.2, Cor. 2.2, p. 273 . Or SL etant semi-simple il decoule d'un resultatÂ Â Ân
bien connu que son groupe des caracteres est trivial.Á
Le fait que Pic SL est trivial peut quant a lui se voir ``a la main'' a l'aideÁ Á Án
w xde l'equation qui definit SL : si on note a la matrice n = n generique,Â Â Â Ân i, j
w x.alors SL a pour equation det a s 1. Si D designe le mineur d'ordreÂ Ân i, j
n y 1 en facteur de a dans le developpement par rapport a la premiereÂ Á Á1, 1
colonne, alors SL est la reunion de l'ouvert D / 0 et du ferme D s 0.Â Ân
L'ouvert D / 0 est isomorphe a un espace affine de dimension n2 y 1, carÁ
sur cet ouvert a s'exprime simplement en fonction des n2 y 1 autres1, 1
a . Le groupe de Picard de cet ouvert est donc nul. Et on verifie que leÂi, j
ferme D s 0 est irreductible, et c'est par construction le diviseur de laÂ Â
fonction D. Le groupe Pic SL est donc bien nul.n
On peut aussi le voir, au moins lorsque K est parfait et donc lorsque K s
 west algebriquement clos, en remarquant cf. 6, exemple suivant le th. 2.6,Â
x. w xp. 63 que SL est simplement connexe, et en utilisant 2, Cor. 4.5, p. 278 .n
La demonstration du theoreme est donc terminee.Â Â Á Â
Remarque. On peut verifier, par des raisonnements standards deÂ
 .geometrie algebrique, que les corps F k construits lors de la demonstra-Â Â Â Âi
tion du theoreme sont generiques dans le sens suivant: si X est uneÂ Á Â Â
k-¨ ariete, alors X a un point dans toute extension de k de dimension inferieureÂÂ Â
 .  .ou egale a i si et seulement si X a un point dans F k . Le corps F kÂ Á i 1
possede, au moins dans le cas ou k est de caracteristique zero, uneÁ Á Â
propriete supplementaire: si L est une extension de k de dimensionÂ Â Â
cohomologique inferieure ou egale a 1, alors il existe une k-place definieÂ Â Á Â
 .sur F k et a valeurs dans L; la construction de cette place utilise le faitÁ1
que si G est un groupe profini de p-dimension cohomologique inferieureÂ
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 .ou egale a 1 pour p premier quelconque , alors toute extension de G parÂ Á
 w x.un pro-p-groupe est triviale cf 7, Prop. 16, p. 19 .
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